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In diesem Online-Material werden die Fragen geklart, wie weit der Formalismus bei der
Entwicklung des Integrals auszufuihren ist und wie eine anschauliche Begriindung des
Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung fur Kurse auf erhfhtem
Anforderungsniveau erfolgen kann.

Um das Verstandnis zu sichern, wird eine tragféahige Grundvorstellung vom Integralbegriff
entwickelt. Dabei soll von Sachproblemen aus Kontexten wie Zu- und Ablauf sowie
Geschwindigkeit und Weg ausgegangen und die Erfahrung mit Grenzprozessen erweitert
werden.

Bei der Rekonstruktion von Bestanden kdnnen Vorgange betrachtet werden, die sich mithilfe
konstanter oder stlickweise linearer Funktionen beschreiben lassen. Auf in diesem
Zusammenhang gemachten Entdeckungen aufbauend kénnen Stammfunktionen definiert
und die Aussage des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung schlief3lich erkannt,
formuliert und begriindet werden.

Ein Beispiel eines aus Anderungsrate und Anfangsbestand (re-)konstruierten Bestandes
kann folgende Aufgabe bieten:

Aufgabe 1:

Die Messstelle einer Olpipeline zeigt zu jedem " Burchfiussrate in fh
Zeitpunkt die momentane Durchflussmenge an. Sie
wird mit Hilfe eines im Rohr befestigten Propellers ko
bestimmt. Das Bild rechts zeigt ein dazugehdriges
Messdiagramm.

60

a) Ermitteln Sie die Gesamtélmenge, die in dem #0
dargestellten Zeitraum durch die Pipeline flief3t.

b) Berechnen Sie die gesamte Olmenge, die nach

) SR . Zdit in Stund
jeder Stunde durch die Pipeline geflossen ist, : ol 2l &l 61 s e;ton ;uzn 6'14
und stellen Sie diese Werte im unteren kil
Diagramm graphisch dar. epo [~ orpe T

¢) Ermitteln Sie eine Gleichung einer Funktion D, 500
die den Durchfluss zu jedem Zeitpunkt t
beschreibt. 400

300
200
100
0 Zeit in Stunder
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Eine Losungsskizze wére etwa:

a) Berechnung der Gesamtdlmenge J1og {Durchflussrate un mh
3 3 3 3
5h-20™ 4 3n.20™ 4 3n. 80M | 55,80 _ g50m?
h h 2 h h
b) Berechnung der gesamten Olmenge, die nach T
jeder Stunde durch die Pipeline geflossen ist: /
Luo
Zeitin Stunden | Durchflussmenge in m3 /
T 20
1 20
2 40 ¢ 0 2 4 6 8 10 = I1”21 Stundj&n
3 60 | | | | | |
4 80 Dufchflliss in nf?
5 100 o0 7
: 150 ’
8 250 /
9 330 Ls
10 410
11 490
12 570
13 650
0 Zeit in Stunden
0 | "t | 10 12 1‘4
20-t furo<t<5
c) Eine Durchflussfunktion ist D(t)={10-t> — 80-t + 250 fir5<t<8
80-t — 390 fir 8 <t <13

Der Graph von D ist im Bild oben dargestellt.

Die in diesem Zusammenhang auftretenden Fragen nach Stetigkeit und Differenzierbarkeit
der Funktionen stellen eine Verbindung zur Kurvenanpassung darstellen und sollten an
passender Stelle bearbeitet werden.

Um das Integral als Grenzwert von Produktsummen zu beschreiben, ist es sinnvoll, die
Rekonstruktion auch an Beispielen zu betrachten, bei denen die Berandung nicht stiickweise
linear ist. FUr eine grundsatzliche Klarung der Vorgehensweise reicht eine Beschrankung auf
in dem betrachteten Intervall monoton steigende Funktionen mit nicht negativen
Funktionswerten aus.

Aufgabe 2:

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x*. Betrachtet wird der Graph der Funktion im Intervall
[0:2].

Schatzen Sie den Flacheninhalt mithilfe sogenannter Obersummen durch Unterteilung in

4, 8, 16 Rechtecke ab.
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i 4 Rechtecke ii. 8 Rechtecke iii. 16 Rechtecke iv. Flache unter f

4y 4y ] 4 77 47y

2 7 2 2 2
1

1 1 1

._</

Q X Q , e Q | X Q X,
0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2

Fir die Berechnung der Flacheninhalte ergibt sich:

e 4 Rechtecke: 0,5-0,25+0,5-1+0,5-2,25+0,5-4=3,75

e 8 Rechtecke: 3,1875

e 16 Rechtecke: 2,696618

Eine Veranschaulichung der Berechnung mithilfe entsprechender Werkzeuge unterstitzt die
Argumentation.

Anschaulich ist klar, dass diese Obersummen bei immer weiterer Verfeinerung der
Unterteilung gegen den gesuchten Flacheninhalt unter dem Graphen von f konvergieren.

Die Erfahrungen sollen verallgemeinert werden:

Aufgabe 3:

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x?.

Bestimmen den Flacheninhalt unter dem Graphen von f im Intervall [0 ;b] fur ein beliebiges
b>0.
Begriinden Sie die aufgefiihrten Terme.

Sy = AX-(F(x)+ (%) +F(Xg) + ...+ F (%) + (X))
Fir die Funktion f mit f(x) = x* im Intervall [0 ;b] bedeutet dies:

S OECEGER )

b o 2 a 2 2,02, Q2 ,_n® n® n
Si== T +2°+3°+---+n%) TIPP: 1" +2°4+3°+---+n :?+?+E

n

3 3 2
sn_b_s.(”_ﬂ_ﬂj

n 3 2 6
Sn=b3-(l+i+ 1 )

3 2.:n 6-n?

FUr n — oo ergibt sich: lim S_ =%-b3.

n—oo
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Die Formel fur die Summe der ersten n Quadratzahlen kann entweder einem Tafelwerk oder
einem CAS-Rechner entnommen bzw. mitgeteilt werden.

Analoge Uberlegungen konnen fir die Untersumme angestellt werden. Damit verbunden
sind vertiefende Uberlegungen hinsichtlich des Grenzwertes.

Fir S, ZAX.(f(xl)+f(X2)+f(X3)+...+f(Xn_1)+f(Xn))

n_/; 2 3 n
kann die Summenschreibweise S, :EZ(QJ =b—3- i* eingefuhrt werden.
ERNRL =
Mit ihr oder der ausgeschriebenen Summe wird die Integralschreibweise erlautert:
b

lim S, =J‘x2 dx .

n—oo
0

Die Frage, wann und wie weit die Grenzprozesse formalisiert werden, kann nicht pauschal
beantwortet werden. Zur formalen Beschreibung kann die Limes-Schreibweise oder die Pfeil-
Schreibweise verwendet werden. Dabei nimmt die Limes-Schreibweise eher den Grenzwert
als Ergebnis eines Grenzprozesses in den Fokus und die Pfeil-Schreibweise legt den Fokus
auf den Grenzprozess selbst. Die Schreibweise sollte den Argumentationsweisen der
Schilerinnen und Schiiler angepasst werden und diese sinnvoll verdeutlichen.

Die streng formale Definition des Grenzwertes ist wenig Verstandnis fordernd und sollte nicht
eingefuihrt werden. - vgl. Aussage im OM Kurvenanpassung eA und OM Ableitungen

Die formale Beschreibung wird nicht bendétigt, um den Grenzwert zu verstehen. Das
anschauliche Verstandnis, das die Schilerinnen und Schiler in friheren Schuljahrgéangen
erwerben (z.B. wenn Terme zu Punktmustern aufgestellt werden), wird in diesem
Lernbereich weiter gefestigt.

Die Untersuchungen fihren schliel3lich zum Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung:

Ist die Anderungsratenfunktion f auf dem Intervall [a;b] stetig, so ist die zugehdérige

Integralfunktion I, mit 1,(x) = J'f(t) dt dort differenzierbar und es gilt I, (x) = f(x) .
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Diesen Satz gilt es nachzuweisen.

Aufgabe 3:

Vollziehen Sie den Beweis nach und erlautern Sie die ihm zugrundeliegende Strategie und
die geometrischen Zusammenhange.

Beweis

Den Zugang zur Ableitung einer Funktion finden wir iber den Differenzenquotienten.
l,(x+h) -1,(x)

- .
Der Zéahler des Differenzenquotienten L, (x +h) —1,(x) kann als Flachenstiick unter dem

Der Differenzenquotient der Integralfunktion I, an der Stelle x ist:

Graphen von f Uber dem Intervall [x; x +h]interpretiert werden.

y y Y

f(xth)pamemaeeg /\ f(x+h)---
v 7/ I 0c+h)-1 () / f(x+h)-h T f(x)-h
A 1 “

Xy Xy Xy
7 ? ?

X x+h X x+h X x+h

Dieses Flachenstiick lasst sich durch Rechteckflachen abschatzen.
Wenn f monoton wéchst, gilt: f(x)-h <l (x+h)-1,(x)<f(x+h)-h.

IL,(x+h)—1(x
Wenn wir die Ungleichung durch h dividieren (h > 0), erhalten wir: f(x) < % <f(x+h).

Fur h— 0 strebt f(x +h) — f(x).
Der entsprechende Grenzwert des Differenzenquotienten ist die Anderungsrate I,(x) an der Stelle x.

Damit gilt: f(x) <1 (x) <f(x).
Und somit: I, (x) =f(x).




